













論  文  題  目  
 
Initial Value Problems of the Equations 





























本博士 論文 では ， 圧縮性 粘性 流体 お よび非 圧縮 性粘 性 流体の 挙動 を記 述 する方
程式系 の初 期値 問 題の解 の存 在と 一 意性に つい て考 察 する．特に，全空 間 ℝ𝑑  (𝑑 ≥ 2)
におけ る Navier－ Stokes－ Korteweg 方程式 の時 間大 域 適切性 ，外 部 Lipschitz  
領域 Ω ⊂  ℝ𝑑  (𝑑 ≥ 3) におけ る Stokes  作用 素の 最大 正 則性 と 3 次元 非圧 縮性 Navier
－ Stokes 方程式 の スケー ル不 変な 関 数空間  L∞(0, 𝑇; Lσ
3 (Ω)) での mild  so lut ion  の
存 在 お よ び 境 界 が 滑 ら か な 領 域 Ω ⊂  ℝ𝑑 (𝑑 ≥ 2) に お け る 相 転 移 を 伴 う 圧 縮 性 ・ 非 圧
縮性粘 性流 体の 自 由境界 問題 の適 切 性につ いて 考察 す る．い ずれ も自 然 科学に 現
れる方 程式 系で あ り， 数 学の みな ら ず，物 理学 や流 体 工学， 地球 惑星 学 といっ た
流体お よび 流体 中 での物 体の 運動 を 研究す る各 分野 で 重要な 役割 を果 た してい る ． 
 圧縮 性粘 性流 体 とは流 体の 運動 の 間，密 度変 化を 許 容する よう な流 体 であ り ，
もし流 体が Newton 流体で ある 場合 は圧縮 性 Navier－ Stokes 方程式 によ って流
体 の 運 動 を 記 述 で き る こ と が 知 ら れ て い る ． 本 論 文 で 扱 う Navier－ Stokes－
Korteweg 方程式 と は，圧 縮性 Navier－ Stokes 方程式 に 毛管現 象の 効果 を 加味し
た数理 モデ ルで あ り，応力 テン ソル に 密度の 勾配 項が 含 まれる 点が 特徴 的 である ．
実際に ， Navier－ Stokes－ Korteweg 方程式 は応 力テ ン ソルが  
𝐓 =  2 𝜇 𝐃(𝒗) + (𝜈 − 𝜇) (div 𝒗) 𝐈 +
𝜅
2
(𝛥 𝜌2 − |𝛻𝜌|2) 𝐈 − 𝜅 𝛻𝜌 ⊗ 𝛻𝜌 
と 与 え ら れ る 流 体 の 挙 動 を 記 述 す る ． こ こ で ， 𝒗 および  𝜌 は そ れ ぞ れ 流 体 の 速 度
場，単 位体 積あ た りの 質 量密 度， 𝜇， 𝜈 は 粘性係 数， 𝜅 は毛 管 現象係 数で あ る ．特
に， 𝜅 ≡ 0 の場 合は 通常 の圧縮 性 Navier－ Stokes 方程 式を 表 す．この 方程 式系 は
もとも と  Kor teweg（ 1901）が水・ 水 蒸気の 相転 移の 構 造を解 析す るた め に導入
したも ので あり ，Dunn－ Serr in（ 1985）によ って 定式 化 された ．近 年で は，二相
流体の 拡散 界面 モ デルの 一つ とし て，数値解 析な どで 用 いられ てい る（ And erson
ら，1998）．本論 文 では，この 方程 式 系の 時 間大 域解 の 一意存 在を 時間 L𝑝空 間 L𝑞の
枠組み で示 す ．こ こ で，本論 文で 得ら れ る結果 は ，従 来の 時 間 L2空間 L2枠の 結果 を
含む．これ まで に 知られ てい る Navier－ Stokes－ Korteweg 方程式 の時 間 大域解
に関す る結 果は ，初 期値が 空間 変数 に 関して L2 可積 分で あ ること を仮 定し て おり ，
エネル ギー 法に 頼 った証 明が ほと ん どであ る． 一方 ， 本論文 では ， エ ネ ルギー 法
を使う こと なく ，作 用素 – 𝛥 が最大 正則 性 を持つ こと と Mikhl in 型の フー リエ・マ
ル チ プ ラ イ ヤ ー 定 理 を 組 み 合 わ せ る こ と で ， 必 ず し も L2可 積 分 と は 限 ら な い ， よ
り一般 の可 積分 性 を持つ 初期 値に 対 して Navier－ Stokes－ Korteweg 方 程 式の時
間大域 解を 構成 す る．特 に， Navier－ Stokes－ Korteweg 方程 式の 線型 化 問題の
最 大 正 則性 評 価 式 を 導 出 し， Banach の不 動 点 定 理 を 用 い て 適切 な 関 数 空 間 に属
する強 解を 構成 す る．特 に， 応力 テ ンソル に 含 まれ る 密度の 勾配 項に よ り，空 間
変数に 関 す る密 度 関数の 正則 性が 従 来の圧 縮性 Navier－ Stokes 方程式 の 場合に





次近似 法に より 非 線型問 題の 解を 構 成する こと が可 能 である ．  
 密度 が時 間や 空 間に依 らず 一様 な 定数で ある 場合 ， 流体の 質量 密度 に 代わっ て
圧力を 未知 関数 と して Navier－ Stokes 方程式 を扱 う ．本 論文で は ，斉 次 Dir i chle t  
境界条 件を 伴う 外 部 Lipschitz 領域  Ω ⊂  ℝ𝑑   (𝑑 ≥ 3) におけ る Stokes 方程式お よび
3 次元非 圧縮 性 Navier－ Stokes 方程 式の可 解性 につ い て論じ る ．ここ で，非圧縮
性 Navier－ Stokes 方程式に は圧 力 項に関 する 時間 発 展の方 程式 がな い 上に非 圧
縮 条 件 が 含 ま れ る の で ， 方 程 式 系 の 可 解 性 を 調 べ る 上 で Lebesuge 空 間 L𝑝(Ω)の
Helmholtz 分 解 を 考 え る こ と が 有 効 で あ る こ と が 知 ら れ て い る ． 領 域 Ω が 有 界










+ 𝜀 (A) 
を満 たす 任意 の p  に 対し て， L𝑝(Ω) の Helmholtz 分 解が 存在 する  (Fabes  ら ，
1998)．ただ し， 𝜀 は Lipschitz 領 域  Ω の形状 のみ に依 存 し，領 域  Ω の体積 と は
独立な 定数 であ る ．一 方，Ω が外部 Li pschi tz 領域の 場合 は，ある正 定数  𝜀 が存

















を満足 する すべ て の  𝑝 に対 して，L𝑝(Ω) の Helmhol tz 分解が 存 在する こと が Lang
－ Méndez (2006)  によっ て示 され て いたが ， こ の条 件 (B)は条件 (A)よりも 強いも
のにな って いる ．実 際に ，𝑑 = 3 とした とき ，条 件 (A)は 𝑝 =  3 の場 合 を 含む が ，条
件 (B)は含 まな い． そのた め， Lang－ Méndez  (2006)  の結果を 用い て， 3 次元非
圧縮性 Navier－ Stokes 方程 式の mild  so lut ion の存 在 を関数 空間  L∞(0, 𝑇; Lσ
3 (Ω)) 
で 考 え る こ と は 非 常 に 難 し い ． そ こ で ， 本 論 文 で は ， div 𝑢 を 零 拡 張 し た も の の
Newton ポ テ ン シ ャ ル の grad ient で は な く ， 𝑢  を 𝑈 に 零 拡 張 し ， ℱ−1[𝜉 ⊗
𝜉 |𝜉|−2ℱ[𝑈](𝜉)](𝑥) を考え るこ とで ，Lang－ Méndez  (2006)  の結 果を 改良 し ，条件 (A)
を満た す任 意の  𝑝 に 対し L𝑝(Ω) の Helmhol tz 分解が 存在 する こ とを示 す ．こ こで，
ℱ およ び ℱ−1 はそれ ぞれ  Four ier  変換 とそ の逆 変 換を表 す．さら に，条件 (A)を満
たすす べて の  𝑝 に対 しスト ーク ス作 用 素 𝐴𝑝が最 大正 則性 を もつこ とと ，－ 𝐴𝑝 が有
界解析 半群（ Stokes 半群）を 生成 する ことを Geisser t ら (2012)  の手法 を用 いて
証明す る． ただ し ， Geisser t ら (2012)  の方 法で は， Stokes 半群の 有界 性 までは
明 ら か に で き な い の で ， 岩 下 ( 1989)  の 手 法 と  Fredholm の 理 論 を 援 用 す る こ と
で Stokes 半群の 有 界性を 示す ．なお，本論文 で行 われ る 議論は，境界 が滑 ら かな
外 部 領 域 に お け る Stokes 作 用 素 の 最 大 正 則 性 を 扱 っ た Solonnikov  (1977)  や  
Giga－ Sohr  (1989 ,  1991)  とは 全く 異 なる． また ， Stokes 半群の L𝑝 − L𝑞 評価等か
らスケ ール 不変 な 関数空 間  L∞(0, 𝑇; Lσ
3 (Ω)) での mild  so lut ion  の存 在 を儀我（ 1986）




 海上 で発 生す る 波のよ うに ，自 然 現象に あら われ る 現れる 流体 はそ の 占める 領
域が時 刻に よっ て 変化す るこ とが 多 い．こ のよ うに ， 時刻に 依存 する 領 域で 発 展
方程式 を考 える 問 題を自 由境 界問 題 と いう ．本 論文 で は， 流 体工 学や 地 球惑星 学
等で関 心の 高い ， 圧縮性 粘性 流体 と 非圧縮 性粘 性流 体 の二相 流の 自由 境 界問題 の
定式化 およ びそ の 適切性 の証 明を 行 う．特 に， 自由 界 面上で （一 次） 相 転移と 表
面張力 が発 生し て いる場 合に つい て 扱う． ここ で， 相 転移と は， 物質 が 気体か ら
液体や 固体 へ， あ るいは その 逆に 状 態変化 する 物理 現 象を指 す． この よ うな二 相
流の自 由境 界問 題 は，例 えば ，海 と 大気の 運動 ，大 気 中の液 滴の 運動 ， 水中の 気
泡の運 動な どの 数 理モデ ルで ある ． 熱力学 第二 法則 に 矛盾し ない ，非 圧 縮性粘 性
流 体 と 非 圧 縮 性 粘 性 流 体 の 二 相 流 の 自 由 境 界 問 題 の 研 究 は  Prüss  ら ( 2012)  に
よって 始め ら れ ， 時間局 所・ 大域 適 切性な どに つい て 明らか にな って い る ．一 方
で，圧縮 性粘 性流 体 と非圧 縮性 粘性 流 体の二 相流 の自 由 境界問 題は 久保 ら  (2014)  
や 柴 田 (2016)， Solonnikov  (2019)  に よ っ て 研 究 さ れ て い る ． 特 に ， 柴 田 ( 2016)  
は自由 境界 面上 で 表面張 力と 相転 移 が生じ てい る場 合 につい て扱 った が ， 自由 境
界面上 で圧 縮性 粘 性流体 の密 度関 数 につい て可 微分 性 の損失 が生 じて い るため ，
非線型 問題 の適 切 性を示 すこ とが 困 難であ る． ここ で いう適 切性 とは ， 方程式 系
の解が 一意 的に 存 在し， 解が 初期 値 に関し て連 続で あ ること を指 す． そ こで本 論
文では ， 圧 縮性 粘 性流体 を記 述す る 方程式 とし て， 圧 縮性 Navier－ Stokes 方程
式の代 わり に，前 述の Navier－ Stokes－ Korteweg 方程 式を用 いた 新し い 方程式
系を定 式化 する ． 特に， エン トロ ピ ー増大 則が 成り 立 つため の十 分条 件 を考え ，
自 由 境 界 の 跳 び 条 件 を 定 式 化 す る ． こ の 方 程 式 系 は ， 従 来 の Navier－ Stokes－
Four ier 方程 式系 の 拡張と みな すこ と ができ る．さら に，本論文 では ，半 沢（ 1981）
の手法 に従 って ， 自由境 界領 域に 対 応する 固定 境界 領 域にお ける 非線 型 問題の 可
解性を 主に 調べ ， 方程式 系の 適切 性 の証明 を行 う． た だし， 初期 値は 適 当なノ ル
ムで小 さい こと を 仮定す る．  
本 論 文 の 構 成 と そ の 概 要 に つ い て 述 べ る ． 第 一 章 で は ， Navier － Stokes －
Korteweg  方程式 ， 非圧縮 性 Navier－ Stokes 方程 式お よ び相転 移を 伴う 二 相流
体の自 由境 界問 題 の物理 的背 景 や そ の研究 に関 する 歴 史 を述 べた 後に ， 本論文 を
通して 用い られ る 記法や 関数 空間 ， 補題， 命題 等 を 挙 げる． 第二 章で は ，全空 間
ℝ𝑑  (𝑑 ≥ 2)におけ る Navier－ Stokes－ Korteweg 方程式 の時 間大 域 適切性 につ いて
論じる ．第 三章 で は，外 部 Lipschi tz  領域  Ω ⊂  ℝ𝑑  (𝑑 ≥ 3) におけ る Stokes  作用素
 𝐴𝑝 が最大 正則 性を も つこと と作 用素  − 𝐴𝑝 が 有界解 析半 群（ Stokes 半群 ）を 生成す
る こ と を 示 す ． ま た ， Stokes 半 群 の L𝑝 − L𝑞 評 価 等 を 導 出 し ， そ の 結 果 非 圧 縮 性
Navier － Stokes 方 程 式 の ス ケ ー ル 不 変 な 関 数 空 間  L∞(0, 𝑇; Lσ
3 (Ω))で の mild 
so lut ion  が得ら れ ること を証 明す る ．第四 章で は，相転 移を伴 う圧 縮性・非圧縮
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